EQUACOES ALGEBRICAS - RESUMO

Denominamos equacfes polinomiais ou algébricas, as equacdes da forma: P(x) = 0, onde P(x) é um
polindbmio de grau n > 0.

Teorema Fundamental da Algebra:

Toda a equacao algébrica P(x) = 0 de grau n > 0, admite pelo menos uma raiz real ou complexa.
OBS: Equacdes de 5° grau ou maiores ndo possuem formulas para a sua solucao direta.

Teorema da Decomposicéo:
Todo o polinémio de grau n tem exatamente n raizes reais e complexas.

Demonstracdo: Pelo teorema fundamental, P(x) tem pelo menos uma raiz. Seja ela ri.
Logo: P(x) = an.(X-r1).(x-r2). ... (X-rn)

VEJA:

Forma fatorada de uma cquagdo polinomial

(x=r)-(x=1)(x-r;)=0

onde 7;, 1, ¢ 1, sdo as raizes da equagdo
como as raizes sao -1, 1 e 2, tem-se:
(x=(=1))-(x~1)-(x-2)=0
(x+1)-(x=1)-(x=2)=0
multiplicando os fatores, tem-se:

(.\"' —x+x—1 )(\ -2)=0

(.\': —])-(.\'—2)=() > (.\"‘ —2x* —.\‘+2)=()

Exemplo: Compor o polinémio, sabendo que suas raizes séo 1, 2 e 4.
Solucdo: Como existem 3 raizes, n = 3, entdo o polindmio é da forma: P(X) = an.(X = r1).(X = r2).(x = r3).
Fazendo an = 1, temos que: P(x) = 1.(x — 1).(x — 2).(x — 4). Logo, P(x) = x3 — 7x? + 14x — 8.

Teorema da Decomposicao

Observe os polindbmios a seguir e as suas raizes:
Py(x) =4x - 12 de raiz 3
P,(x) = x2 - 5x + 6 de raizes2 e 3
P;5(x) = x3 + x2 - 4x - 4 de raizes -2,-1e 2
P,(x) = x* — 5x2 — 36 de raizes -3, 3, 2i e —-2i
Cada um dos polindmios acima pode ser escrito nas seguintes
formas fatoradas:
Pi(xX) =4x - 12 = Py(x) = 4(x - 3)
Po(X) =x% — 5x + 6 = Py(x) = (x — 2)(x — 3)
Py(X) =X + X2 —4x — 4 = P4(x) = (x + 1)(x — 2)(x + 2)
Py(x) = x* — 5x — 36 = Py(x) = (x — 3)(x + 3)(x — 2i)(x + 2i)

Multiplicidade de uma raiz:
Quando decompomos P(x) uma mesma raiz ocorrer mais de uma vez sendo denominada de raiz mltipla de
P(x).

Exemplo: Se P(x) = (x — 1)%.(x — 3) dizemos, nesse caso, que das 3 raizes de P(x), 1 tem multiplicidade 2
enquanto que 3 é uma raiz simples.




Resultado importante: Seja P(x) um polindmio no qual x =k é uma raiz multipla de multiplicidade n.

- Se n é par, entdo x = k € um ponto de maximo ou minimo local. (Observe x = -2, x =0e x = 2, as
raizes no grafico da esquerda e x = 2, no gréfico da direita;

- Sen é impar x =k seraum ponto onde o grafico muda de concavidade.

Os graficos gerados POR APLICATIVO mostram equacfes com mesmas raizes e multiplicidades diferentes.
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Teorema das raizes complexas: Se uma equacdo P(x) = 0, de coeficientes reais, apresentar uma raiz
complexa (a + bi), podemos afirmar que o seu conjugado (a — bi) também sera raiz de P(x), e com a mesma
multiplicidade.

Exemplo: Calcular as raizes da equacdo: x* — x3 — 5x? + 7x + 10 = 0, sabendo que (2 + i) € uma das raizes.
Solucdo. Se (2+ i) € uma das raizes, o seu conjugado (2- i) também é raiz da equagéo.

Usando o fato que P(x) = (x —r1).(x — r2).Q(x) = 0, temos que:
P(x) =[x - (2 +i)].[x - (2-1)].Q(X) =0 =>P(x) = [(x - 2) +i]. [(x - 2) —i].Q(x) = 0 =>
=> P(x) = [(x-2)? = ?].Q(x) = 0 => P(x) = [(x* = 4x + 4) — (-1)].Q(x) = 0 => P(x) = (x* = 4x + 5).Q(x) = 0

Como o polindmio dado é de grau n = 4 e P(x) é divisivel por x? - 4x + 5 restam duas raizes a se descobrir.
Resolvendo x? —4x + 5 =0 duas raizes: x =—2ex =—1. Asraizessdo S={-2,-1,2 +i, 2 —i}.

Soma dos coeficientes de um polinémio:
Para calcular a soma S dos coeficientes de um polindbmio P(x), basta calcular o valor numérico do polinbmio
para x = 1, ou seja, calcular P(1).

Exemplos.
a) P(x) = 2x* + 3x? - 7x + 10. Calculando, S=P(1)=2+3-7 + 10 =8.
b) Qual a soma dos coeficientes do polindmio T(x) = (5x + 1)4? S=T(1) = (5.1 + 1)* =64 =6.6.6.6 = 1296.

Consedquéncia: Se a soma dos coeficientes de uma equacao algébrica P(x) = 0 for nula, entdo a
unidade é raiz da equacao (1 é raiz).

Exemplo: O valor x = 1 é raiz de 40x5 -10x® + 10x - 40 = 0, pois a soma dos coeficientes é igual a zero.




RESOLUCAO DE UMA
EQUACAO ALGEBRICA

I) Quando a soma dos coeficientes de uma
equacao é zero, entdo 1 é raiz dessa equacao.

X 2x*+5x-4=0

Obs: Para cada raiz da equagéao podemos utlizar briot- ruffini para
reduzir o grau da equagao em um grau.

II) Quando o termo independente de uma
equagao € zero, entdo essa equagao tem raiz nula
com multiplicidade igual ao seu menor expoente.

X — 7x3 + 12x2 =0

Raizes Racionais:

Um método que permite pesquisar possiveis raizes racionais consiste em investigar se P com p e g inteiros

e primos entre si, é raiz de P(x) com coeficientes inteiros sendo P(X) = a,X" +a, ;X" +...+ & X +a,

com a,;a, #0.

OBS: O resultado ndo garante a existéncia de raizes racionais de uma equacédo de coeficientes inteiros.
Apenas, em _caso_de existéncia, sdo mostradas as possibilidades para as raizes. E somente um método.
Nem sempre o mais pratico.

VEJA:

TEOREMA DAS POSSIVEIS RAIZES RACIONAIS

Se um numero com p e (¢ primos entre si e q=0, é raiz de uma equacdo algébrica

P
El
q
n n—1
anx +an_1x +...+

ax+a,=0 de coeficientes inteiros, entdo p é divisor de a,eq é divisor de a,.

1

2 = 7x° + 8x =0.

divisores do termo independente de x

Divisoresde 12: {+1,+2,+3,+4,+6,+12}.

Exemplo: Determine as raizes da equacédo
divisores do coeficiente
dominante

Pelo Teorema das possiveis raizes racionais:
Divisoresde 1: {+1} . quociente ente os divisores ...

+1,+2,+3 +4,+6,+12
+1

.

As possiveis raizes “x” serdo obtidas do quociente

xe{x1,+£2,+£3,£4,£6,x12}.

| ou sefa,

Possiveis raizes racionais

Utilizamos o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para verificar as possiveis raizes ...
[

@ 1 -2 -7 8 12
@ 1 -3 -4 12 ‘@- é raiz da equagéo dada

1 -1 6 ‘ @ € raiz da equagéo dada




Exemplo: Encontre as raizes de P(x) = 3x® —20x* + 23x +10.

Solucédo. Se p é divisor de ao = 10, entdo p==210; +5; £2e +1. Se q é divisor de as = 3, entdo ( = £3;
+1.

Logo, B: ilO E

373 T3 73

3 _ o
+5; +2e +1. E natural comegar a testar 3x° =202 +23x410=0 Solubons:
pelas menores. Para a raiz x = 2, temos: B0 x= _E
3
| 3 -20 23 10 w0k x=2

21 3 14 -5 | 0

Logo, x = 2 é uma das raizes. -40f
Encontrando as raizes de Q(x), temos:

1
3x2—14x—5:O:>x:5ex:—§.

Observe o grafico com as solugdes.

EXERCICIOS:
1) Verifique quais séo os nimeros do conjunto A = {-2; -1; 0; 1; 2; 3} que séo raizes da equacao:
X*-4x3-x2+16x - 12 =0.

2) Resolver a equagdo x®- 3x?- 4x + 12 = 0, sabendo que duas raizes sdo opostas.
S={-223}

3) Resolver a equacgdo x®- 15x2 + 66x — 80 = 0, sabendo que suas raizes estdo em progressao aritmética.

S={2,58}

4) Resolver a equacdo x3- 7x?+ 14x - 8 = 0, sabendo que a soma de duas de suas raizes é igual a 3.

S=1{,2 4}
5) Resolva a equagdo x3 — 2x? — 3x + 6 = 0, sabendo que o produto de duas de suas raizes é -3.

S =343, 2f

6) Resolva a equacao 2x*- 7x3+ 5x2- 7x + 3 = 0, sabendo que 1 e 3 sdo raizes. .
2

g



