Limites Material Basico: Calculo A, Diva Fleming

O conceito de Limite é importante na construgao de muitos outros conceitos no
calculo diferencial e integral, por exemplo, as nocdes de derivada e de
integral, que sao os suportes de toda a construgdao das varidveis fisicas,
além da importancia no calculo de area e volumes.

A nocao de limite fornece um caminho preciso para distinguir o comportamento

de algumas fungdes que variam continuamente e o comportamento de outras

fungcbes que podem variar independente do modo como se controla as
variaveis.

Na matematica, o limite tem o objetivo de determinar o comportamento de uma funcgéo a

medida que ela se aproxima de alguns valores, sempre relacionando os pontos x e .

Utilizando a funcdo y = x + 1, vamos determinar os valores de y a medida que x assume

alguns valores. Veja:

x y=x+t1
-2 -1
-1 0

1 Z

2 3

Note que a medida que x se aproxima de —2, o valor de y se aproxima de —1, isto &,

quando x tende a -2 (x — —2), y tende a -1 (y — —1). Portanto:

x—>-1,y—0

X—>1,y—-2

X—2,y—3

A utilizacao de limites ajuda na compreensao de diversas situagdes envolvendo funcgdes,
através de pontos notaveis como minimo e maximo ou até mesmo os pontos de
intersecgéo entre funcdes, a continuidade de fungdes também utiliza as nogdes de limites,

bem como os problemas envolvendo séries numéricas convergentes ou divergentes.

Observe a funcao f(x) = x2, mostrando que a medida que os valores de x aproximam de 3,

pela esquerda ou pela direita, a fungao se aproxima do valor 9.
Pela direita

f(3,1) = (3,1)2= 9,61

f(3,01) = (3,01)2= 9,06

f(3,001) = (3,001)2 = 9,006001

f(3,0001) = (3,0001)2 = 9,00060001
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Pela esquerda

f(2,9) = (2,9)2 = 8,41

f(2,99) = (2,99)? = 8,9401

f(2,999) = (2,999)? = 8,994001
f(2,9999) = (2,9999)? = 8,99940001

Observe que a medida que os valores se aproximam de 3, tanto pela direita quanto pela

esquerda, a imagem da funcao f(x) = x2, fica mais proxima do valor 8.

Exemplo

Dada a funcao f(x) = 4x + 1, determine a sua imagem a medida que o valor de x tende a

2.
lim{4x+1)=4%2+1=9

=2

f(X) =4x+1f(2)=4*2+1f(2) =9

LIMITE DE UMA FUNGAO

Seja a fungao f(x)=2x+1. Vamos dar valores a x que se aproximem de 1, pela

sua direita (valores maiores que 1) e pela esquerda (valores menores que 1) e

calcular o valor correspondente de y:

X y=2x+1
1,5 4

1,3 3,6
1,1 3,2
1,05 3,1
1,02 3,04
1,01 3,02

y = 2% + 1

0,5
0,7
0,9
0,95
0,98
0,99

W

y=2x+1
2
2,4
2,8
2,9
2,96
2,98



3

Notamos que a medida que x se aproxima de 1, y se aproxima de 3, ou se€ja,

quando x tende para 1l (x— 1), y tende para 3 (y — 3), ou seja:

lim (2% +1)=3

=l

Esse é o estudo do comportamento de f(x) quando x tende para 1 (x — 1).
Nem é preciso que xassuma o valor 1. Se f(x) tende para 3 (f(x) — 3),
dizemos que o limite de f(x) quando x — 1 é 3, embora possam ocorrer casos
em que para x = 1 o valor de f(x) nao seja 3.

De forma geral, escrevemos:

himetlx) =2

K=l

se, quando x se aproxima de a (x — a), f(x) se aproxima de b (f(x)—=b).

Agora seja a fungdo f(x) =x* e uma sucessdo qualquer que convirja para 2 pela
direita ou pela esquerda.
Calculando f(x) para cada um dos infinitos valores a direita de 2 dados
pela sucesséo (2,1; 2,01; 2,001 ; ...), teremos por exemplo:
f(2,1) = (2,1)? = 4,41 f(2,01) = (2,01)? = 4,0401 f(2,001) = (2,001)* =
4,004001
Observa-se desta forma, que a medida que x aproxima-se de 2 pela direita

a imagem f(x) aproxima-se de 4, e escreve-se:

lim f(x) = lim(x*) =4

x—2" x—2"
De outro modo, se x for assumindo os infinitos valores a esquerda de 2
dados pela sucessédo (1,9; 1,99; 1,999 ; ...), termos para f(x):
f(1,9) = (1,9)? = 3,61 f(1,99) = (1,99)? = 3,9601 f(1,999) = (1,999)? = 3,9960010
Onde os valores de x ao aproximar-se de 2 pela esquerda produz imagens f(x)

cada vez mais proximas de 4.

lim f(x) = lim(x*) =4

x—2" x—2"
Quando os limites laterais ( pela direita e pela esquerda ) sdo iguais, diz-se que

o limite da fungéo no ponto é dado por esse valor comum e indica-se por:

lim(x>) = 4

x—2
No exemplo ( 02), esta apresenta uma situagao onde n&o existe o limite da
funcdo num ponto.

x+2 se x<3

f(X)={

2x+2 se x>3
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Fazendo x aproximar-se de 3 pela direita e pela esquerda, observa-se que os
limites laterais apresentam valores diferentes. Isto permite concluir sobre a inexisténcia

do limite da fungcédo no ponto x considerado. Vejamos:

Se x assumir pela esquerda os valores da sucessao ( 2; 2,5; 2,9; 2,99; ... ), teremos:

f2Q)=2+2=4 f(2,5)=25+2=45 1(2,9)=29+2=4 f(2,99)=2,99 +2 =4,99
Repetindo o procedimento para a sucessao de valores a direita de 3 dada por

(4;3,5; 3,01; 3,001; ...), teremos:

f(4)=24+2=10 f(3,5)=2.(3,5)+2=9 f(3,1)=2.(3,1) +2=8,2

£(3,01) = 2.(3,01) + 2 = 8,02 f(3,001) = 2.(3,001) + 2 = 8,002  Assim

lim f(x) =5 é diferente de lim f(x)=8

x—3" x—3*

O esbogo grafico AFX)
ajuda a concluir sobre a

inexisténcia do limite da

fungcdo no ponto x=3 5

><V

/2 3

5
Exemplo (03 ). Nada a fungéo /(x) = W cujo dominio é R — {3}, faga x percorrer pela

direita o conjunto (3,1; 3,01; 3,001; 3,0001; ...) e pela esquerda o conjunto (2,9; 2,99;

2,999; 2,9999; ...) e represente a conclusao por meio da forma propria dos limites.

5 5
530: /(3D =—=50 29)=—=50
Solucgéo: /(3.1 o1 J(2,9) ol
£(3,01) = > _ 500 £(2,99) = > _ 500
’ 0,01 ’ 0,01
5 5
£(3,001) = = 5000 £(2,999) = = 5000

0,001 0,001
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3,0001) = = 50000 2,9999) =
A ) 0,0001 A ) 0,0001

> >

= 50000

Das duas sucessodes obtidas, vé-se que x converge para 3, pela direita ou pela

esquerda, f(x) tende para mais infinito (+ « ). Tal fato pode ser representado por:

lim f(x) = limf(x) = Hm—— = 4o

x—3" x—>3" x—>3 ‘x - 3‘

Limites Laterais
Se x se aproxima de a através de valores maiores que a ou pela sua direita,

escrevemos.

m f{x) =%
K=ot
Esse limite € chamado de limite Iateral a direita de a.
Se x se aproxima de a através de valores menores que a ou pela sua

esquerda, escrevemos:

im f{x)=1¢c
Esse limite € chamado de limite lateral a esquerda de a.
O limite de f(x) para x —*a existe se, e somente se, os limites laterais a direita a
esquerda sao iguais, ou sejas:

lim f{x) =lim £f{x) =h, entio im f{x) =t

e Se #rat
s litm f{x) = im f{x) =b, entlo Alim £ x).
° e x—a+ ¥—=a- =

LIMITES NOS EXTREMOS DO DOMINIO- Limites envolvendo infinito

Sao os limites em que a variavel independente x tende a assumir, em modulo,
valores muito grandes positivos ( + « ) ou negativos (— « ). Simbolicamente, teriamos:

lim f(x) ou limf(x)

X—>— 0 X—> 400

Conforme sabemos, a expressado x — “ (x tende para infinito) significa que x assume
valores superiores a qualquer numero real e x— ~ *(x tende para menos infinitos), da
mesma forma, indica quex assume valores menores que qualquer numero real.

Exemplo:



w

m —=10
a) X , OU seja, a medida que x aumenta, y tende para zero e o limite € zero.
o1
]nn - = I:I . Y . . . . " . r
b) #=—=x , OU seja, a medida que x diminui, y tende para zero e o limite é zero.
firn 1
— =0
c) ™Mx , OU seja, quando x se aproxima de zero pela direita de zero (x— D+]ou por
valores maiores que zero, y tende para o infinito e o limite € infinito.
|
]_1_‘[',[1 — =-00
d) =i=x , OU seja, quando x tende para zero pela esquerda ou por valores menores

que zero, y tende para menos infinito

OBSERVACOES IMPORTANTES:

*Quando x —» + o ou X — — oo, 0 limite de um polindmio é igual ao limite do seu

termo de maior grau.

*Quando x —» +o© ou X — — o, 0 limite da fungéo racional é igual ao limite do
quociente do termo de maior grau do numerador pelo termo de maior grau do

denominador.

Exemplos:
) lim (22* +x-3)=lim 2x% = o
2) tm (357 - 4x® + 22+ 1)= lim 32% =-=
4 _ 4
im 25 X7l gy 2 o k= w

= x3 =+ xg +4 F—=w _x3 = w




OPERACOES COM LIMITES

Supondo que limxfu(x) =/ elimgx)=g onde( / e & sdo finitos), verificam-se

X—a

para os limites as seguintes propriedades:

a) lim[f () + g()] = lim f (x) + limg(x) = f +¢
by im[f(x) - g(0)] = lim £ (x)~limg(x) = f ~
o) lim[£(x)x g(x)] = lim £ (x)xlim g (x) = / x g
d) im[f(x) + g()] = lim £ (x) + limg(x) = f +g com g #0

e)lim[/(0)]" = [lim f(1)]" = /"

Propriedades dos Limites
lim [F(x) £g(x)]=lim £(x) * lim g(x)
13) K= K= K=

O limite da soma é a soma dos limites.

O limite da diferenca é a diferenca dos limites.

Exemplo:
lim | £ 32 | = lim x* +lim 35 =1+3=4

lim [f(x). glz)]=tim £{x).lim g(x]

26) K=l = ¥=d

O limite do produto é o produto dos limites.
Exemplo:

]jﬂlf‘|x| ]jnlf|X|

— K=a

=2 glxl  lm glx)
36) ¥ a
O limite do quociente é o quociente dos limites desde que o denominador ndo seja zero.
Exemplo:

cosx  WMCOST o0
w0 x4+ lmoxf+1 041 1
w0

tim £(x]" = fim £(x)f n e N>

43) x—=a
Exemplo: _
lim (2 +3)° =lim (x* +3)F = (1+3) =16
=l =1

lim 3 (x) = aflim f{x),ne N* e fx)> 0. (Sef{x) £ 0,n éimpar)

53) ¥—a ¥—a
Exemplo:

]jmjw.n'r;r3+x2—1= mngf+x3—1=xf23+23—1=~fl_1




lim (I £(x)) = inflim £(x)| selim fz) >0

68) ¥—=a Y= a =4
Exemplo:
fim (i 2 j|=.sn[1jm x2J=£n el =2ne=21=2

lim sen(f({x)) = senlim £{x)]

73) K—rd i 178
Exemplo:

_ ;g . (3 .
lim senlx® + 3x)/=senllm |x° +3x)|=sen 4
¥=l ¥—=1

firn Ef[x:l _ El1'111f[;'f:|
8a) ¥
Exemplo:
lim Ex +3w — E]jm_x +x _ E4

r—=+l

Mais Exemplos

Vamos determinar o limite da funcao f(x) = x2 — 5x + 3, quando x tende a 4.

Nesse caso devemos aplicar a seguinte regra: o limite das somas € a soma dos limites.
Portanto, devemos determinar o limite de cada monémio e depois realizar a soma entre

eles.
lims2=4>=18
x4

lim—57=—5¢d—-21
r—d

lim3=3

r—=d
16-20+3=-1
limx2—5x+3=-1

¥ =

Exemplo
2x—3
x—2

J@x)=

Calcular o limite da fungao
. 2x-3

lim

K—=a—2 - 2

lim2x-3=2*(-2)-3=-4-3=-7
A=

, quando x tende a —2.

limx-2=-2-2=-4

K—=a—2
T e e a0
is2 x—32 -4 4




Exemplo

S5x—1
flx)= — 10«
Determine o limite da fungao A 3 , @ medida que x se aproxima de 1.
. ax-1
lim -10x
=lx243

lim 5x-1=5%1-1=4
x=l

lim x®+3=12+3=4

=l

lim—10x = ~10*(1) = ~10
a—

il O R )
=12 43 4

Observacio importante: Continuidade de uma Funcao

Uma funcéo f(x) definida em um intervalo |, com a € |, é continua em x = a, se:

lim (x) = /()

2

Exemplo(01): Verificar se a fungdo f(x) = a _24 € continua em x = 3.
. _ 3¥ -4
Resolucdo: Calculode f(3): £(3)= - =5

Célculo do 1m /() :

2 —
x—>3 x — 2 x—3 (-x - 2)

= llIl'}l(x—Z) =5

Como lim/(x) = £(3), f(x) é continua no ponto x = 3.

7
Exemplo (02): Verificar se a fungédo f(x) = i—+1 é continua no ponto x = 1

Resolugao: Como néo existe divisdo por zero, a funcéo é descontinua em x = 1

xX+2 se x<3

Exemplo (03): Verificar se a fungao /(x) = {2x+ 5 se x>3 € continua em x =3.

Resolucédo: Calculo de f(3): Para x =3, tem-se f(3)=3+2=5_ Contudo, como

lim f(x) =5 é diferente de lim f(x)=28

x—37 x—3"
Conclui-se que nao existe o limite em x =3, logo, a fungéo é descontinua, como pode

ser notada no grafico apresentado na pagina 02.

FORMAS INDETERMINADAS
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As sete formas classicas de indeterminagao sao:
0 0

-, —, o0 — o0,

0 o)

Aparecendo uma destas formas no calculo do limite, deve-se adotar técnicas com o
intento de encontrar uma expressao correlata a forma inicial, a fim de, substitui-la e evitar

tal situagcao. Exemplos:
a)lirgc(vxz +2x+3-x) = (oo +200+3 —0) = (o +00+3 —0) = (/oo —o0) =(90 —0)

Como o resultado obtido € uma indeterminacdo, deve-se substitui-lo por uma
expressao correlata. A técnica adotada, consiste em multiplicar e dividir a expressao inicia

pelo conjugado.

(x2+2x+3—x2)

.m(\/x2+2x+3—x)(\/x2+2x+3 + Xx)

li = lim

o (Wx*+2x+3 +x) xeoo(\/x2+2x+3+x) -
lim ﬂ = lim ﬂ -
1Y)

X—’°°(\/X2+2X+3+X) X—>°0(\/ooz+2oo+3+oo)
Observe que apoés a aplicagao do primeiro procedimento, o surge outra forma de
indeterminacao. Este fato que nos obriga a adotar outros recursos, ou seja: divide-se

numerador e denominador pela maior poténcia de x

2x+3 2x,3 2+§ 2+§
Xﬁm(\/xz+2X+3+x) o X—2+2—X+i+£ Xﬁm\/1+g+i+1 Xﬁm\/1+g+i+1
X x2 X2 XZ X X X2 0 02
2+0 2

= Vis0r0+1 141

Conclus3o: lim (V x*+2x+3-x) = 1

X —00

x’-9 _3%-9 _ 0

b) li =
JlIm™ = =33 7 0

A indeterminagao apresentada mostra que a fungao néo € definida para x = 3, pois o
numerador e o denominador da fragao tendem a zero quando x aproxima-se de 3.
Contudo o problema pode ser resolvido com a aplicacdo da primeira parte da técnica

mostrada no exemplo anterior.

2
. Xx-9 - (x+3)(x=3) _ (x+3)
}f; X3 (x-3) x=3 (3+3) =6

Explorando o limite da fungao trigonométrica

sen(x)

F(x) =
Vamos observar o grafico da funcao
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o 3 o0 : 3 R
-3m _sm -2m e -1 _m n T In in In
T F ":"SJI 2 z
Note que esta fungdo ndo estd definida no zero e observe que seu grafico
. S X
im0y
x—=0 &
sugere que
1-cos(x
F(x) = L2 Eosln)
Vamos observar o grafico da funcao
y
1
AW ch)! .y
s 2 o-am 2 T 2 > i : ————
: i B B an a1 ST Im x
2

Note que esta funcdo ndo estd definida no zero e observe que seu grafico

firn 1-cos(x) _ 0

X
sugere que x>0

=z

Z

Obs: E importante frisar que a maioria dos exercicios de limites trigonométricos s&o

resolvidos com a primeira propriedade, ainda nado podemos esquecer da relagao

fundamental da trigonometria na resolucao dos exercicios:sen? © + cos?© =1 . Se

sugere trabalhar a equagao dada até que possamos usar a primeira propriedade.

Usar o limite fundamental e alguns

artificios :
SsennSy . 5 seny 5 sendy 5
l1rm - i - logo hm
el 2 T peell D ) £ v-s 1y d
i LI 1T e m 1=k m SE0 T
lim lim [ I logo lm
f— L ==l N N L L i ] 4 " = s
el dx . B Ax - ix i
18]
1 :l. B . | 1] i B
RETI 23 LT { il iy i i -
by e b - dum — ——— -
i =&l 880 2% il SET =X reald BTN X A =X . CE RN 2
2 — luani b
i % 40 2y o I |
O
ol -1 | -
SCII ML El= 10 & REITT ATIT
AT Y - i —— = —— (L]

N
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Explorando o LIMITE EXPONENCIAL FUNDAMENTAL

1\ 1"
lim (1+—) =e ou lim (1+—) =e
X —+00 X X——00 X
Onde e é um numero irracional, chamado numero de Euler em homenagem ao
matematico sui¢o, Leonhard Euler 1707-1783), famoso por sua extensa e original

producio no campo da matematica.

].im[1+l] =e
K- ¥

Neste caso, e representa a base dos logaritmos naturais ou neperianos. Trata-se do nimero irracional e cujo

valor aproximado é 2,7182818.

¥
Veja a tabela com valores de x e de £
X 1 2 3 10 100 1 000 10 000 100 000
¥
[1 + l] 2 2,25 2,3703 2,5937 2,7048 2,7169 2,7181 2,7182
x

X —3m, [1 + l] — e
Notamos que a medida que x

l = .J"? E X = l
De forma analoga, efetuando a substituicao * Y, temos:
1
]jlilln(l +yly =e
Ainda de forma mais geral, temos :
P kY
lim (1+1p)y =& lim 1+—] = ¢
=0 = x

As duas formas acima dao a solu¢do imediata a exercicios deste tipo e evitam
substituicbes algeébricas.
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